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ABSTRACT

The Banach spaces for which all finite dimensional quotient spaces have
uniformly bounded volume ratio are characterized by a weak type 2 property.
This is the dual form of a recently published result of V. Milman and G. Pisier
on weak cotype 2 Banach spaces.

Pour tout espace de Banach X, on note Bx sa boule unité. Le quotient
volumique d’un espace normé X de dimension n est défini par

vi(X) = (vol(By)/vol(&))""

ou € désigne Vellipoide de volume maximum contenu dans By et vol(.) désigne

un volume dans X.
Soit u: X— Y un opérateur entre deux espaces de Banach. Suivant les
notations de [5], on note a,(u) le k-iéme nombre d’approximation défini par

a(u)=inf{lu —v||; v: X > Y, rang v < k}.
Les nombres de Gelfand sont définis par
¢ () =inf{||u | |; E C X, codim E < k}.

Enfin les nombres d’entropie sont définis par

e (u) = inf {e >0;il existe y;,...,y,x € Ytelsque u(Bx)C U (y:i+ eBy)} .
i2* !

Soit 2 'espace R" muni de 1a norme |[(x: )iz, || = (Zi=a| % [P)"?, on note iy, = ipq
Pidentité considérée comme opérateur de I, dans I}.
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Pour tout opérateur u: [;— X, on pose

160 = ([ eGP dn )

ou v, désigne la mesure gaussienne canonique sur R".
La norme duale est définie pour un opérateur v: X — I; par

1*(v) = supftrace(vu); u: =X, l(u)=1}.

Un espace de Banach X est dit de cotype 2 faible (voir [3]) s’il existe une
constante C telle que pour tout entier n et pour tout opérateur u: [;— X on a:

(1) sup Vka(u)= Cl(u).

La plus petite constante C pour laquelle (1) est vérifiée sera notée wCy(X).

La classe des espaces de cotype 2 faible a été introduite par V. Milman et G.
Pisier dans [3]. Dans [3] les auteurs montrent, entre autres, qu’un espace de
Banach X est de cotype 2 faible si, et seulement si, il existe une constante C telle
que pour tout sous-espace de dimension finie E de X, on ait vi(E)= C. On
s’intéresse ici a la propriété duale, en terme de quotient, et par conséquent a la
notion duale (au sens de la théorie du type et cotype) de type 2 faible également
introduite dans [3].

Un espace de Banach X sera dit de type 2 faible il existe une constante C
telle que pour tout entier n et pour tout opérateur v: X (7 on a

sup Vka, (v) = Cl*(v).

11 revient au méme de dire que X est K-convexe et que son dual X* est de
cotype 2 faible (voir [6}]).
Le principal résultat de cet article est le suivant:

THEOREME 1. Un espace de Banach X est de type 2 faible si, et seulement si, il
existe une constante C telle que pour tout quotient Q de X* de dimension finie, on
ait:

2 vi(Q)=C.

Ce résultat s’appuie sur de nouvelles caractérisations des espaces de cotype 2
faible et des espaces de type 2 faible.

THEOREME 2. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) L’espace de Banach X est de cotype 2 faible.
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(ii) Il existe des constantes positives c et C telles que pour tout entier n, pour tout
sous-espace E de X de dimension n et pour tout opérateur u: E— 12, on a:

3) een(U) = Cllull/Vn.

(iii) Il existe des constantes positives c et C telles que, pour tout entier n, pour tout
sous-espace E de X de dimension n et pour tout opérateur u: E — 17, le transposé
u* de u vérifie

“) een(u*)= Cllull/Vn.

Les implications (i) = (ii) et (i) = (iii) sont des conséquences directes des
résultats de [3] (théoréme 8). Pour montrer les deux autres, on utilisera le
résultat suivant de B. Carl [1].

LeMME 3. [1] Soit u: X — Y un opérateur entre deux espaces de Banach. Pour
tout entier n, on a:

& ([law) = sulidetyt, utx )

i=n

ou le supremum porte sur les familles x,,...,x, dans la boule unité de X et
yi,...,v% dans la boule unité de Y*.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. On montre I'implication (it) = (i). Soit n
un entier et u: l;— X un opérateur. Soit k = n, on observera qu’ici a, (u)=
¢ (u). On peut donc appliquer le lemme 3 qui nous donne des familles
(x:)i=x C Biz et (y*)i=k C Bx- telles que

) a () =det((y*, u(x)M"-

Soit H I'espace engendré par (x;);=. et B: I5— H I'opérateur défini sur la base
canonique (e;) par Be; = x;. Soit E = u(H)C X et A: E — I} défini par Ay =
Zi= {y%, y)ei. On note u, Popérateur u restreint & H et a valeurs dans E.

La matrice ((y7, u(x;)))i=«;=« représente ainsi 'opérateur A u, B, de sorte que
(5) s’écrit

6) a, (u) = |det(A uy B)|"~.

On controle det B a I'aide de I'inégalité de Hadamard
|det B|"* =Sup ||x || =1.
i=k

D’un autre c6té, pour tout entier m, on a (par recouvrement)
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1k
| det(Aug) [ = (V‘:}g‘}(“lgj" ) =", (Aug).

L’entropie de u, est estimée a 'aide d’un résultat de [4]

Sup Vme,, (o) =< Cil{uo)

mz1

ou C; est une constante universelle. On a donc

ec(uo) = Cl(u)/Vk.

Maintenant, on a ||i,.A | =1, puisque (y*)C Bx-. On a donc d’apres (3)

ey (iz-A) = C/IVE.
Soit m =[ck]+ k, on a par sous-multiplicativité (voir [S])

em (Allg) = e (A) & (Uo) = €jery(i212-A ) € (o)

=|lik.| CCil(u)/k = CCl(u)IVk
d’ob
|det(Aug)|"* = C.2°*' Cl(u)/Vk
et d’apres (6)

Vka, (u) = C2°' Cl(u)
ou encore
wC(X)= C2°M'C
L’implication (iii) = (i) se démontre de la méme maniére en transposant A u, B.

COROLLAIRE. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) L’espace de Banach X est de type 2 faible.

(i) Il existe des constantes positives c et C telles que pour tout entier n et pour tout
opérateur v: If— X on ait:

(7 elem (V) = Cllv [/ Vn.

(1) I existe des constantes positives ¢ et C telles que pour tout entier n et pour
tout opérateur v: 11— X on ait:
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(®) eenm(v*)= Cllv|l/Vn

DEMONSTRATION. Les implications (i) = (ii) et (i) = (iii) sont implicites dans
[3]. En effet, d’apreés cet article, si X est de type 2 faible, il existe une constante C
telle que, pour tout quotient Q de X* on ait wC,(Q) = C. Soit v: [T— X et
Q = X*/ker v*, les conditions (7) et (8) résultent alors respectivement de (4) et
(3). On suppose a présent que (7) est satisfait. L'espace X ne contient pas de [}
uniformément (car si v: If— I7 est I'identité, e, (v)~1). Il en résulte d’apres
[7} que X est K-convexe. On va montrer que X* est de cotype 2 faible en
utilisant (4). Soit E C X*, un sous-espace de dimension n et u: E— [L.

Soit @: X*— 12 un prolongement de u tel que |ul|=|a|. On observe (par
exemple par le principe de reflexivité locale) que la condition (7) est également
vérifiée par le bidual X**. 1l en résulte que

eren(U*) = e (@%) = Clla* ||/ V= Cllu||/Vn.
L’implication (iii) = (i) se démontre de la méme maniere.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Comme nous 'avons déja noté, d’aprés [3]
si X est de type 2 faible, il existe une constante C telle que wC,(Q) = C pour
tout quotient Q de X*. Il en résulte d’apres [3] (théoréme 2) que les quotients de
dimension finie de X™* ont des quotients volumiques uniformément bornés. Pour
démontrer la réciproque, on utilise le corollaire 4. On suppose donc que
vr(Q) = C pour tout quotient Q de X*, de dimension finie. Soit v: I{— X un
opérateur et E D v(I7) un sous-espace de X de dimension n. Soit Q = E* et
j: 13— Q tel que

lil=1 et vr(Q)=(vol By/volj(Bs))'" = C.
Par un argument standard, on en déduit que
eem(T)=1 ol c =[2(Log2)C]+ 1.

Soit v, 'opérateur v considéré a valeur dans E.
On écrit maintenant: v§ = il ,05jj ' et on pose T = i.,v§j: [5—15. On a
donc:

erentezn (V5) = € (iz) € (T) €on) () = e(ize) €a (T).
Par un calcul volumique, on obtient e, (i,.) < C,/Vn ot C, est une constante

universelle.
Dr’autre part, T étant un opérateur entre espaces de Hilbert, on a:
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Ve (T)= (2 ek(T)2>l/2 = G T)

k=1

ol C; est une constante universelle et (T est la norme 2-sommante de T (voir

[5D.

D’ou

e (D)= Gilljl [ voll mliz2) Vn= Gillo].

Par suite

€lcn)+2n [U *] = €lcnl+2n (U >(|J() = C2C3“ v ”/\/71
et la condition (8) est vérifiée.

REMARQUE. Les espaces qui sont a la fois de type 2 faible et de cotype 2
faible sont étudiés dans [6] sous le nom d’ “‘espaces de Hilbert faible”. D’aprés
les résultats précédents un espace X est de Hilbert faible si, et seulement si, il
existe une constante C telle que pour tout entier n et tout sous-espace E de X,
de dimension n, il existe deux ellipsoides &, et &, tels que

Vol(¢&; !) Yn
%] C BE C g: et (Vol(g,) = C

Signalons d’autre part (cf. [2]) que de tels espaces sont nécessairement réflexifs
{(donc superréfiexifs).
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