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ABSTRACT 

The Banach spaces for which all finite dimensional quotient spaces have 
uniformly bounded volume ratio are characterized by a weak type 2 property. 
This is the dual form of a recently published result of V. Milman and G. Pisier 
on weak cotype 2 Banach spaces. 

Pour tout espace de Banach X, on note Bx sa boule unit& Le quotient 
volumique d'un espace norm6 X de dimension n e s t  d6fini par 

vr(X) = (vol(B, ,) /vol(~)y" 

o~3 ~ d6signe l'ellipoide de volume maximum contenu dans Bx et vol(. ) d6signe 

un volume darts X. 
Soit u: X--* Y un op6rateur entre deux espaces de Banach. Suivant les 

notations de [5], on note a~ (u) le k-i~me hombre d'approximation d6fini par 

ak(u)=inf{Hu- vii; v: X---~ Y, rangy < k}. 

Les nombres de Gelfand sont d6finis par 

ck (u) = inf{ll u I~ [I; E C X, eodim E < k}. 

Enfin les nombres d'entropie sont dOfinis par 

e k ( u ) = i n f  t/e >0 ; i l ex i s t e  Yl, . . . ,  Y2 k 1E Y t e l s q u e  u (Bx)C I,.J (y, + eBv)}. 
i ~ 2  It-I 

Soit l~ l 'espace R" muni de la norme If(x,),=. II --- (~,~.1 x, tpy p, on n o t e  i"o, q = ip, q 
l'identit6 considOr6e comme op6rateur de l~ dans l~. 
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Pour tout op6rateur u: I~--~X, on pose 

l(u)= (~ l[u(x)ll2 dT,(x)) ~/2 

06 % d6signe la mesure gaussienne canonique sur R n. 

La norme duale est d6finie pour un op6rateur v: X ~  l~ par 

I*(v) = sup{trace(vu); u: 17---, X, l ( u )  <- - 1}. 

Un espace de Banach X est dit de cotype 2 faible (voir [3]) s'il existe une 

constante C telle que pour tout entier n e t  pour tout op6rateur u : l~---~ X on a: 

(1) sup ~/kak (u) <--_ Cl(u). 

La plus petite constante C pour laquelle (1) est v6rifi6e sera not6e wCffX). 
La classe des espaces de cotype 2 faible a 4t4 introduite par V. Milman et G. 

Pisier dans [3]. Dans [3] les auteurs montrent,  entre autres, qu'un espace de 

Banach X est de cotype 2 faible si, et seulement si, il existe une constante C telle 

que pour tout sous-espace de dimension finie E de X, on ait vr(E)_-< C On 

s'int4resse ici ~ la propri6t6 duale, en terme de quotient, et par cons6quent ~ la 

notion duale (au sens de la th6orie du type et cotype) de type 2 faible 6galement 

introduite dans [3]. 
Un espace de Banach X sera dit de type 2 faible s'il existe une constante C 

telle que pour tout entier n et pour tout op6rateur v: X----~ l~ on a 

sup Vka~  (v) =< Cl*(v). 

I1 revient au m6me de dire que X est K-convexe et que son dual X* est de 

cotype 2 faible (voir [6]). 

Le principal r6sultat de cet article est le suivant: 

THEOREME 1. Un espace de Banach X est de type 2 faible si, et seulement si, il 
existe une constante C telle que pour tout quotient Q de X* de dimension finie, on 
ait: 

(2) vr(O)  <= C. 

Ce r4sultat s'appuie sur de nouvelles caract6risations des espaces de cotype 2 

faible et des espaces de type 2 faible. 

TrIEO~ME 2. Les assertions suivantes sont ~quivalentes. 
(i) L'espace de Banach X est de cotype 2 faible. 
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(ii) II existe des constantes positives c et C telles que pour tout entier n, pour tout 

sous-espace E de X de dimension n et pour tout op&ateur u: E ~ l"~, on a : 

(3) et~.l(u ) <= CII u l [ /Vn. 

(iii) II existe des cbnstantes positives c et C telles que, pour tout entier n, pour tout 

sous-espace E de X de dimension n e t  pour tout opdrateur u : E ~ I"~, le transpos~ 

u* de u vdrifie 

(4) et< l(u*) --< cll u II/V . 

Des implications ( i ) ~  (it) et ( i ) ~  (iii) sont des consequences directes des 

r6sultats de [3] (th6or6me 8). Pour montrer les deux autres, on utilisera le 

r6sultat suivant de B. Carl [1]. 

LEMME 3. [1] Soit U : X---* Y un op&ateur entre deux espaces de Banach. Pour 

tout entier n, on a: 

c,(u)<= c~(u = Sup{ Idet((y*, u(xs)))l ~'" } 

off le supremum porte sur les [amilles x ~ , . . . , x ,  dans la boule unit~ de X et 

y* . . . . .  y* dans la boule unit~ de Y*.  

DEMONSTRATION DU TNEOR~ME 2. On montre l'implication (ii) ~ (i). Soit n 

un entier et u: l~--->X un op6rateur. Soit k <--_ n, on observera qu'ici a k ( u ) =  

ck(u). On peut donc appliquer le lemme 3 qui nous donne des families 
(xl),<_k C B~ et (Y*)~t C B×. telles que 

(5) at (u) ~ t det((y *, u (xj)))1 ~/t . 

Soit H l'espace engendr6 par (x~)~t et B: l~---> H l'op6rateur d6fini sur la base 

canonique (e~) par Be~ = x,. Soit E = u ( H )  C X et A" E --~ 12 k d6fini par Ay = 

E,~t (y*, y)¢.  On note Uo i'op6rateur u restreint a H et ~ valeurs dans E. 

La matrice ((y *, u (x s )))~ = ~.j_< t repr6sente ainsi l 'op6rateur A Uo/3, de sorte que 
(5) s'6crit 

(6) at (u) =< ] det(A uo B)I '/t. 

On contr61e det B ~ l'aide de l'in6galit6 de Hadamard 

[det B I '`k <= Sup 11 x~ II--< 1. 
i~k 

D'un autre c6t6, pour tout entier m, on a (par recouvrement) 



104 A. PAJOR 

Idet(Auo)l,,k (V°lAuo(Bn)'~'/k<2r~/k. , A. x 
= \  voI(B.)  ] = ~,.~-~-o). 

L'entropie de uo est estim6e h l'aide d'un r6sultat de [4] 

Sup V m e . ,  (Uo) <- Cll(uo) 
ra>=l 

05 C1 est une constante universelle. On a donc 

ek (Uo) <-- C~l(u )/X/-k. 

Maintenant, on a Ili2.~A II <--1, puisque (y*)C Bx..  On a donc d'aprSs (3) 

e[ckl(i2.~A) < C/X/k. 

Soit m = [ck] + k, on a par sous-multiplicativit6 (voir [5]) 

e,. (Auo) <= etckl(A )ek (Uo) = efckj(L 2i2~A )ek (uo) 

d'ofi 

et d'apr~s (6) 

ou encore 

II i~.~ll CC, l (u) /k  = CC, l (u) /N/k  

I det(Auo)I ~/k -< C,2"*'CI (u)/X/-k 

X/~a~ (u) <= C,2"÷'Cl(u) 

Isr. J. Math. 

(iii) I1 existe des constantes positives c et C telles que pour tout entier n e t  pour 

tout ol~rateur v: l~--~ X on ait: 

w G ( X )  <- c , 2  ~ ~' c .  

L'implication (iii) ~ (i) se d6montre de la rn6me mani6re en transposant A uo B. 

COROLLA1RE. Les assertions suivantes sont ~quivalentes. 

(i) L'espace de Banach X est de type 2 faible. 

(ii) Il existe des constantes positives c et C telles que pour tout entier ne t  pour tout 

opdrateur v: l~---~ X on ait: 



Vol. 57, 1987 QUOTIENT VOLUMIQUE 105 

(8) cII II/V . 

DI~MONSTRATION. Les implications (i) ~ (ii) et (i) ~ (iii) sont implicites dans 

[3]. En ef[et, d'apr6s cet article, si X est de type 2 faible, il existe une constante C 

telle que, pour tout quotient Q de X* on ait wC2(Q)<= C. Soit v: l~--~X et 

Q = X*/ker  v*, les conditions (7) et (8) r4sultent alors respectivement de (4) et 

(3). On suppose ?a pr6sent que (7) est satisfait. L'espace X ne contient pas de 17 

uniform~ment (car si v: 1~---~ 17 est l'identit4, el~,l(v ) ~ 1). I I en  r6sulte d'apr~s 

[7] que X est K-convexe. On va montrer  que X* est de cotype 2 faible en 

utilisant (4). Soit E C X*, un sous-espace de dimension n et u: E ~ I2. 

Soit fi: X*--* l~" un prolongement de u tel que It u II = tl fi II. On observe (par 

exemple par le principe de reflexivit6 locale) que la condition (7) est 4galement 

v4rifi6e par le bidual X**. I1 en r6sulte que 

erc° (u*) <= <_-- C I1 a* I[/V  = C [L u II/V . 

L'implieation (iii) f f  (i) se d6montre de la mSme mani~re. 

D~MONSTRATION DU TnEOREME 1. Comme nous l'avons d4jh not& d'apr6s [3] 

si X est de type 2 faible, il existe une constante C telle que wCdQ)=< C pour 

tout quotient O de X*. I1 en r6sulte d'apr6s [3] (th6or6me 2) que les quotients de 

dimension finie de X* ont des quotients volumiques uniform4ment born6s. Pour 

d4montrer la r6ciproque, on utilise le corollaire 4. On suppose donc que 

v r ( O ) -  < _ C pour tout quotient O de X*, de dimension finie. Soit v: 17--*X un 

op6rateur et E D v(I D un sous-espace de X de dimension n. Soit O = E* et 

j:  l~-~ O tel que 

Iljll=<l et vr(Q)=(volBo/volj(Bt~))'"<=C. 

Par un argument standard, on en d6duit que 

elc, j(j-~)= < 1 o~ c = [2(Log2)C]+ 1. 

Soit vo l 'op4rateur v consid6r6 h valeur dans E. 

On 6crit maintenant: v~ " ' * '-~ "---~ " = 12~t~2v0// et on pose T = i~2v*j: 12 12. On a 

done: 

et~,l+2. (v*) =< e, (i2 ~)e, (T) et~,l(j-' ) =< e(i2~)e, (T). 

Par un calcul volumique, on obtient e. (iz,=)~- C2/N/-n Otl C2 est une constante 

universelle. 

D'autre  part, T 4tant un op&ateur  entre espaces de Hilbert, on a: 
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1/2 

o6 C3 est une constante universelle et 7r2(T) est la norme 2-sommante de T (voir 

[51). 
D'oh 

e. (T) ~ GIIill II  olI "JT2(in~,2)/"N/~ ~ c311 II. 

Par suite 

et~.l+2. [v*] =< er~.]+~. (v*) _-< Gc II IIIV  
et la condition (8) est v6rifi6e. 

REMAROUE. Les espaces qui sont ~ la lois de type 2 faible et de cotype 2 

faible sont 6tudi4s dans [6] sous le nom d' "espaces de Hilbert faible". D'aprSs 

les r6sultats pr6c6dents un espace X est de Hilbert faible si, et seulement si, il 

existe une constante C telle que pour tout entier n et tout sous-espace E de X, 

de dimension n, il existe deux ellipsoides ~l et ~2 tels que 

~ C B E C ~ 2  et \ V o l ( ~ ) ]  = 

Signalons d'autre part (cf. [2]) que de tels espaces sont n6cessairement rdflexifs 

(donc superrdflexifs). 
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